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У роботі [1] запропонована та досліджена на предмет існування не-
від’ємного розв’язку нелінійна модель міжгалузевого еколого-економічного 
балансу: 
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де 1x  – вектор-колонка валового випуску продукції основним виробницт-

вом, 1y  – вектор-колонка випуску кінцевої продукції, 2x  – вектор-колонка 

обсягів знищених забруднювачів допоміжним виробництвом (очисними спо-

рудами), )( 1
11 хФ  – вектор-колонка матеріальних витрат продукції на випуск 

одиниці продукції (вектор прямих матеріальних витрат основного виробниц-

тва), )( 2
12 хФ  – вектор-колонка матеріальних витрат продукції при знищенні 

одиниці забруднювачів очисними спорудами, )( 1
21 хФ  – вектор-колонка випу-

ску забруднювачів основним виробництвом, )( 2
22 хФ  – вектор-колонка випу-

ску забруднювачів допоміжним виробництвом (знищення забруднювачів). 

Достатня умова існування та єдиності невід’ємного розв’язку 
Тххх ) ,( 21

=  має вигляд [1]: 

   .)( 21
21 ууФ ≥      (2) 

У статті [2] побудована та досліджена на предмет існування та єди-
ності магістрального розвитку лінійна динамічна модель міжгалузевого еко-
лого-економічного балансу, що є розширеною версією класичної π-моделі 
[3]. У даній роботі розглядається наступне розширення, що полягає в пере-
несенні динамічної міжгалузевої моделі еколого-економічного балансу на 
нелінійний випадок. 

Пропонуємо таку модель оптимального еколого-економічного розвитку: 
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 (3) 

де  01
0 >ξ  та 02

0 >ξ  – задані вектори.  
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У моделі (3): 1
tx  – вектор повного випуску продукції в період t ; 2

tx  – 

вектор обсягів, утилізованих очисними спорудами забруднювачів; 2
ty  – век-

тор викидів забруднювачів у навколишнє середовище (незнищені забруд-

нювачі); 1
tξ  – вектор потужностей з випуску продукції; 2

tξ  – вектор потужно-

стей з утилізації забруднювачів; 1
tη  – вектор приростів потужностей випус-

каючих галузей; 2
tη  – вектор приростів потужностей очисних споруд; 

)( 1
11 txФ  – вектор матеріальних витрат основного виробництва при випуску 

продукції обсягом 1
tx ; )( 2

12 txФ  – вектор матеріальних витрат в очисних 

спорудах при утилізації забруднювачів обсягом 2
tx ; )( 1

21 txФ  – вектор випу-

ску забруднювачів основним виробництвом при випуску продукції обсягом 
1
tx ; )( 2

22 txФ  – вектор повторного випуску забруднювачів очисними спору-

дами при утилізації забруднювачів обсягом 2
tx ; )( 1

11 tηD  – вектор матеріа-

льних витрат при створенні додаткових приростів потужностей основного 

виробництва обсягом 1
tη ; )( 2

12 tηD  – вектор матеріальних витрат при ство-

ренні додаткових приростів потужностей очисних споруд обсягом 2
tη ; 

)( 1
21 tηD  – вектор випуску забруднювачів при створенні приростів потужнос-

тей основного виробництва обсягом 1
tη ; )( 2

22 tηD  – вектор випуску забруд-

нювачів при створенні приростів потужностей очисних споруд обсягом 2
tη ; 

)( 1
1 txH  – вектор технологічних викидів забруднювачів у навколишнє сере-

довище основним виробництвом при випуску продукції обсягом 1
tx ; 

)( 2
2 txH  – вектор технологічних викидів забруднювачів у навколишнє сере-

довище очисними спорудами при утилізації забруднювачів обсягом 2
tx ; 

01
>c  – вектор натуральної зарплати одного працівника, 02

>c  – вектор 

випуску побутових забруднень на одного працівника; )( 1
1 txf  – скалярна фу-

нкція економічного ефекту від випуску продукції обсягом 1
tx ; )( 2

2 txf  – ска-

лярна функція економічного ефекту від утилізації забруднювачів обсягом 
2
tx ; )( 11

txl  – скалярна функція витрат трудових ресурсів при випуску проду-

кції обсягом 1
tx ; )( 22

txl  – скалярна функція витрат трудових ресурсів при 

утилізації забруднювачів обсягом 2
tx ; tL  – загальна кількість працівників у 

період t . 

Дослідимо стан рівноваги еколого-економічної системи (1). Відповідна 
стаціонарна траєкторія інтенсивностей функціонування рівноважної систе-
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ми визначається темпом зростання 11
>

−λ , променем Неймана 

), , , , , , , ( 2212121 LyηηξξxxX =  і має вигляд 
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Будемо припускати, що всі невід’ємні монотонно зростаючі скалярні 

та векторні функції, задіяні в моделі (3), а саме )(1 ⋅f , )(2 ⋅f , )(11 ⋅Ф , )(12 ⋅Ф , 

)(21 ⋅Ф , )(22 ⋅Ф , )(11 ⋅D , )(12 ⋅D , )(21 ⋅D , )(22 ⋅D , )(1
⋅l , )(2

⋅l , )(1 ⋅H , )(2 ⋅H  є ліній-

но-однорідними, тобто:  

)()( xfλxλf =  при 0>λ . 

У цьому випадку, якщо підставити співвідношення (4) в модель (3), то 

для стану рівноваги ), , , , , , ,  ,( 2212121 Lyηηξξxxλ  при великих T  одержи-

мо оптимізаційну задачу  
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Оскільки при 10 << λ  (саме цей випадок є предметом дослідження) 
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Введемо до розгляду такі вектор-функції  
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що є невід’ємними монотонно зростаючими та лінійно-однорідними вектор-
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Після множення обох частин одержаних нерівностей на 0>λ  одер-

жуємо таку векторну нерівність  
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є невід’ємними монотонно зростаючими лінійно-однорідними від векторного 

аргументу Txxx ),( 21
= . 

Таким чином, задача максимізації темпу зростання збалансованої 
еколого-економічної системи зводиться до такої нелінійної оптимізаційної 
моделі:  

0,),(   min, ≥≤→ xxλxλQλ ,    (8) 
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де  

).()1())()()((),( xDλxHxRхФλxλQ −+−+=    (9) 

Розглянемо детально вектор-функцію )()()( xHxRхФ −+ , яка є ліній-

но-однорідною функцією. Оскільки )(xH  позначає вектор сумарних техно-

логічних викидів у навколишнє середовище забруднювачів основним виро-
бництвом та очисними спорудами, то, з економічної точки зору, очевидно, 
що це значно менше від загального випуску забруднювачів основним виро-
бництвом і очисними спорудами та побутового забруднення. Тому вектор-

функцію )()()( xHxRхФ −+  можна вважати невід’ємною. Це наше друге 

припущення стосовно матриць )(хФ , )(xR  та )(xH  (нагадаємо, що перше 

припущення стосувалося лінійної однорідності задіяних скалярних та век-
торних функцій). 

У роботі Р. Солоу та П. Самуельсона [4] вперше розглянута нелінійна 

задача про власні вектори ),...,2 ,1)(,...,,( 21 nivvvHvλ nii == , де всі iH  – лі-

нійно-однорідні функції, що монотонно зростають. У роботі М. Моришими [5] 
доведене таке твердження: 

Твердження. Нехай x  – n -вимірний вектор T
nxxx ),...,,( 21 , 

T
nHHHH ),...,,( 21=  – також n -вимірний вектор, причому кожна його ком-

понента iH  є неперервною функцією від x . Якщо кожна функція iH  не-

від’ємна лінійно-однорідна функція від невід’ємного аргументу 0≥x , то 

нелінійна задача про власні вектори  

nivHvλ ii ,...,2 ,1  ),( ==  

має розв’язок при невід’ємних nvvvλ ,...,,, 21 , причому вектор v  можна об-

рати так, щоб 
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У книзі [6] наведена така лема: 

Лема. Нехай nnλQ ×−)(  – матриця, визначена, неперервна на де-

якому проміжку [ ]21  , λλ , 210 λλ ≤≤ . Нехай 21  ,γγ  – фробеніусові числа ма-

триць )( ),( 21 λQλQ  відповідно, причому 2211  , λγλγ ≤< . Тоді задача  
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має єдиний розв’язок ) ,( xλ , причому: 
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xλxλQ =)( ; 

λ  – число Фробеніуса матриці )(λQ ; 

x  – вектор Фробеніуса матриці )(λQ ; 

21  ,0 λλλx ≤≤> . 

Використовуючи міркування, що лежать в основі доведення твер-
дження та леми, проведемо їх стосовно нелінійної оптимізаційної задачі (8)-

(9). Насамперед виберемо 01 =λ  та 12 =λ . Маємо ),(),0( xDxQ =  

)()()(),1( xHxRхФxQ −+= . Відповідні їм фробеніусові числа 1  ,0 21 <> γγ . 

Для вектор-функції )()1())()()((),( xDλxHxRхФλxλQ −+−+=  виконуються 

всі умови леми, якщо при цьому припускати (це вже третє припущення про 

)( ),( ),( ),( xDxHxRхФ , що вектор-функція ),( xλQ  продуктивна при всіх 

10 ≤≤ λ . Продуктивність математично означає, що її фробеніусове число 

строго менше одиниці. 

Таким чином, можна стверджувати, що нелінійна оптимізаційна зада-

ча (8)–(9) має єдиний розв’язок 0 ,1 ≥< xλ . 

Перейдемо тепер до знаходження стану рівноваги еколого-
економічної системи (3). 

Нехай ) , , , ,( 2 Lyηξx  – довільний ненульовий вектор, який задоволь-

няє систему нерівностей у (5), є розв’язком цієї системи при λλ = . Можна 

показати, що з умов 10 << λ  та 0) , , , ,( 2
≠Lyηξx  випливає, що 0≠x . Із 

системи в (5) маємо нерівності 

ηξλx
λ

λ
≤−≤

−
)1(

1
, (10) 

звідки, з урахуванням 0)( ≥ηD , одержуємо 

).()(
1

ηDxD
λ

λ
≤

−
 (11) 

Оскільки cxlxR )()( = , то з (5), (11) маємо 

.)(
1

)()()( xxD
λ

λ
xHxRхФ ≤

−
+−+  (12) 

Оскільки λ  – число Фробеніуса, то очевидно, що (12) може справ-
джуватись лише в тому випадку, коли x  – вектор Фробеніуса. Це означає, 
що в (12) нерівності перетворюються в рівності. Звідси, зокрема, одержуємо 
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До питання про існування магістральної траєкторії  
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Оскільки  
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то тут нерівності справедливі лише в тому випадку, коли 

.)()(  ),()(
1

  ,)( 22
2

1
1 yxHxHηDxD

λ

λ
Lxl =+=

−
=  

Оскільки  

,0)
1

(  ,0
1

=
−

−≥
−

− x
λ

λ
ηDx

λ

λ
η  

то з умов, накладених на вектор-функцію )(xD , випливає, що  

.
1

x
λ

λ
η

−
=  (13) 

У такому випадку маємо також  

.1xλξ −
=  (14) 

Тим самим показана єдиність променя Неймана для нелінійної моде-

лі (3), що відповідає темпу зростання 1−λ . 

Таким чином, у роботі встановлена магістральна траєкторія сталого 
розвитку для нелінійної розширеної π-моделі, коли нелінійні функції моделі 
є невід’ємними монотонно зростаючими та лінійно-однорідними. При цьому 
було доведено існування кореня Фробеніуса для нелінійної задачі як за 
власним числом, так і за власним вектором.   
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